Stockholms

Mattekluringar mars - l6sningsférslag T & universitet

Matematiska institutionen

Obs: nedan lisningar ar forslag: matematik handlar till stor del om resonemang och forklaringar, och det kan finnas
mdnga olika korrekta séitt att forklara ndgot pd.

Samma grad

En graf ir en samling punkter (som kallas hérn) ddr vissa av punkterna ir ihopkopplade med linjer (som kallas kanter).
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Graden av ett horn ir antalet linjer som méts i den pricken — alltsd hur manga andra horn den ir kopplad till.

Visa att det i varje graf (oavsett hur hérnen dr kopplade med kanter) alltid finns minst tvd horn som har samma grad.

Strategi: postfacksprincipen (pigeonhole principle)!

Nir man har en massa objekt (hir: hérn) och ska visa att tva av dem har en viss egenskap gemensamt (hir: grad),
dd dr postfacksprincipen en bra sak att tinka pa. Den siger att om man fordelar n objekt mellan m “fack”, och
n > m, si miste minst tvd av objekten hamna i samma fack.

Lit oss kalla antalet horn i grafen for n, och anta att n > 2 (att grafen har atminstone tvd horn borde ha statt
uttryckligen i frigan!). Vilka mojliga grader kan ett horn ha? Varje horn kan ha hégst n — 1 kanter, dvs. grad hogst
n — 1, och kan ha grad minst 0 (om hérnet inte 4r kopplat till ndgot annat horn). Alltsd dr de méjliga graderna 0, 1,
2,..,n — 1. Detdr n méjliga grader totalt, men i en given graf kan det inte finnas bide ett hérn med grad 0 och ett
hérn med grad n — 1, eftersom det skulle innebira att det ena hornet inte 4r kopplat till nigot annat hérn, medan
det andra hornet 4r kopplat till alla andra hérn, inklusive det forsta. Alltsd finns det hogst n — 1 méjliga grader som
hornen kan ha (antingen 0, 1, 2, ...,n — 2eller 1, 2, ..., n — 1), men det finns n horn, si enligt postfacksprincipen
mdste minst tvd av hérnen ha samma grad.

Extra: vi definierade kanter som (raka) linjer hir, vilket innebir att det inte kan finnas mer 4n en kant mellan tva
hérn, och att det inte kan finnas kanter som borjar och slutar i samma hérn. Om vi tillater flera kanter mellan hérn,
eller en kant frin ett horn till sig sjilvt, stimmer pastaendet fortfarande di?




Storre potens
Vilket tal 4r storst: 9919 eller 100992

Strategi: prova mindre tal!

Dessa tal dr sd stora (ndstan 200 siffror linga) att det dr svart att jimfora dem direkt. Lat oss testa med mindre tal f6r
att fa ndgon sorts kinsla:

nntl (n+1)"
12=1 2l =9
23 =8 32=9
3t =81 43 = 64
45 =1024 | 5* =625
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Forn = 1ochn = 2irdet (n + 1)" som ir pyttelite stérre in n™ !, men sedan verkar det vinda. Talen verkar
inte heller ligga sirskilt nira varandra, vilket kan hjilpa oss i vir l6sning: vi behéver kanske inte vara jittenoggranna
i uppskattningar i var jimforelse.

Eftersom potenser ir definierade via upprepad multiplikation, si skriver vi om olikheten som vi vill visa:

100% 100\ *
1007 < 9™ = o5 <99 (E) < 99.

(Pilen <= ir en ckvivalenspil som kan lisas “om och endast om”. Den anvinds hir for att visa att alla dessa
olikheter ir ekvivalenta: om en ir sann sa 4r de alla sanna.)

Nu kommer vi ihig att vi tror att den forsta olikheten ir sann med rige, och dirfor dr (100/99)? kanske inte bara
mindre 4n 99, utan mycket mindre. Si vi provar grova uppskattningar for att férséka fi enklare tal:

100\ _ (100 (100} (100Y  (100) (100Y _ (100 (99 (95 (3) (2

99 99 99 99 99 99 99 98 97 2 1)
(Detta giller eftersom 2 = 1 + 1 < 1 4+ L = —= forallan > 2.) Produkten i den hogra delen ir
teleskoperande: varije namnare forutorn den sista kan forkortas med nista tiljare, och vi kan berikna produkten

(wHaH5) - GHE) -1 -

Detta ir inte tillrickligt bra, eftersom vi vill visa att (100/99)% < 99, inte att det ir mindre in 100. Men det ir
nira, och en enkel justering ger oss det vi behéver: genom att limna den sista faktorn i produkten of6rindrad ser vi

att
100 99< 100\ 799\ /98 4\ (3Y (100 _ 100 100 s 200 o
99 99 ) \9g ) \ 97 3/\2) 99 299 99 '

Alltsd stimmer det att (100)99 < 99, och dirmed att 100 < 99190,

99 .. . . . . .
Extra: vi visade ovan att (19090) ar mindre 4n 99, men hur stort 4r det egentligen? Talet kan skrivas
1199
(I+g5)"
och det visar sig att talen
1 n
1+3)

nirmar sig ett visst tal ndr n blir stérre och storre. Detta tal kallas Eulers tal eller Nepers tal, och dyker upp si pass
ofta i matematik att det har fitt en egen symbol: e. Denna konstant 4r ungefir 2.71828, och for virt tal ovan giller

(1+4)" ~2.705.

99




Kortregler
Pi ett bord ligger fyra kort:

Varje kort har en bokstav pa ena sidan och en siffra pa den andra. Du far hora regeln
“Om en konsonant stir pd ena sidan, sd stir ett jimnt tal pa den andra.”

Vilka av korten maste du vinda for att sikert kunna avgéra om regeln stimmer?

Strategi: tink pd vad det skulle innebira att regeln inte stimmer!

Regeln siger att varje konsonant maste ha ett jimnt tal pa andra sidan. Det enda sittet denna regel kan brytas pi ir
om det finns ett kort med en konsonant pa ena sidan och ett udda tal pa andra sidan. Det betyder att vi behéver
vinda korten M och 7:

* Vibehover vinda pd kortet med bokstaven M for att se om det stir ett jimnt tal pd andra sidan: om det inte
gor det sa bryts regeln.

* Vibehover vinda pd kortet med siffran 7 for att se om det stir en konsonant pd andra sidan: om det gor det
sa bryts regeln.

Det spelar ingen roll vad det star pd andra sidan av kortet med bokstaven U, eftersom U ir en vokal och regeln bara
giller konsonanter. Kortet med siftran 2 behéver vi inte vinda, eftersom det inte kan bryta mot regeln oavsett vad
som star pa andra sidan.

Extra: detta dr en instans av Wasons selection task, som visar att det 4r viktigt att man tinker till nir det giller att dra
logiska slutsatser: man behover tinka igenom logiken och se upp for att t.ex. “bekrifta konsekventen”.

Ett langt tal

Vi bildar ett tal genom att vi tar talen 1, 2, 3, ..., 98, 99 och sitter ihop deras siffror: talet 4r allesd 1234...9899. Hur
manga siffror har talet? Ar talet en multipel av 9?

Strategi: rikna antalet siffror och anvind delbarhetsregeln f6r 9!

Talen 1 till 9 har 1 siffra vardera, si de bidrar med 9 siffror. Talen 10 till 99 har 2 siffror vardera, och det finns 90
sidana tal, s de bidrar med 180 siffror. Totalt har alltsa det linga talet 9 + 180 = 189 siftror.

For att avgora om det linga talet 4r en multipel av 9 kan vi anvinda delbarhetsregeln for 9: ett tal 4r en multipel av 9
om och endast om summan av dess siffror 4r en multipel av 9. Summan av siffrorna i det langa talet ir lika med
summan av siffrorna i talen 1 till 99. Para ihop dessa tal, férutom 99, enligt

(1,98), (2,97), (3,96),...,(10,89), (11,88), ..., (49, 50).

I varje par summerar tiotalssiffrorna till 9 (dir tiotalssiffran tolkas som 0 hos 1-9), och detsamma f6r entalssiffrorna.
Tillsammans med siffrorna i talet 99 si kan den totala siffersumman alltsd skrivas som en summa av en massa 9:or,
och ir dirmed en multipel av 9. Alltsa dr det ursprungliga langa talet en multipel av 9.

Extra: hur manga 9:or ir det i siffersumman om man organiserar det hela enligt ovan? Vad ir den faktiska siffersum-
man? Kan du tinka pa denna uppgift med hjilp av moduliir aritmetik, om du kinner till det?






